7 paskaita. Fiziškai netiesiniai uždaviniai
Iš visų matricų tokiuose uždaviniuose tik tamprumo matricos yra netiesinės, t.y. priklauso nuo pasiekto deformacijų būvio. Vietoj tradicinės priklausomybės
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Kai kurie netiesiniai medžiagos savybių modeliai: netiesinis tamprumas, idealus plastiškumas ir stiprėjantis plastiškumas:
     σ                                     σ                                     σ

                                 ε                                     ε                                        ε

Pirmojo, paties paprasčiausio modelio atveju daroma prielaida, kad apkrovai dingus kūnas grįžta į pradinę padėtį, t.y. liekamųjų deformacijų nėra. Kitų dviejų modelių atveju pašalinus apkrovą kūnas lieka pakitęs, patiria liekamąsias deformacijas. Antrasis modelis taip pat stipriai idealizuotas.
Pagrindinė statikos lygtis išvedama virtualiųjų poslinkių principu. Čia, kaip ir geometrinio netiesiškumo atveju, lygtis išvedama vienam elementui.

Vidinių jėgų darbo variacija virtualiame poslinkyje yra
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Išorinių jėgų tame pat poslinkyje –
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Įvedus poslinkių kitimo dėsnį elemento viduje, t.y. formos funkcijas, o žinant jas radus geometrinę matricą [B],
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vidinių jėgų variacija analogiškai 3-ios paskaitos 2-ai lygčiai (skirtumas tik tas, kad dabar geometrinė matrica nuo variacijos nepriklausoma; nuo poslinkio, kad ir netiesiogiai, priklausomi tik įtempimai. Diferencijuojama pagal sudėtinės funkcijos taisyklę):
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Antroji išvestinė po integralu – 
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 – yra [B], o įtempimų išvestinė pagal deformacijas vadinama tangentine tamprumo matrica
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Sulyginus vidinių ir išorinių jėgų variacijas, gaunama standartinė BEM statikos lygtis:
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Dažnai tamprumo matricos priklausomybė nuo pasiekto deformacijų lygio nėra sudėtinga. Pavyzdžiui, plokščiajam įtempimų būviui izotropinei medžiagai [D] išraiškose yra tik tamprumo modulis ir Puasono koeficientas; nuo deformacijų priklauso tik pirmasis. Tada
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E priklausomybė nuo deformacijų turi būti žinoma.

Fiziškai netiesiniai uždaviniai gali būti sprendžiami jau aptartais prieauginiais Newtono – Raphsono metodais. Netiesiniam tamprumui metodai tinkami be jokių pakeitimų. Plastiškumo atveju deformacijų-įtempimų priklausomybė yra nevienareikšmė; būtini kai kurie pakeitimai.
Plastiškumas. Idealiai plastinės medžiagos atveju yra takumo riba 
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, kurią pasiekus deformacijų reikšmės tampa neapibrėžtos. Realesnis modelis gaunamas įvedus sustiprėjimo hipotezę: takios medžiagos įtempimai priklauso nuo tam tikro stiprėjimo parametro k. Laikoma, kad plastinis tekėjimas prasideda, kai įtempimų reikšmės atitinka takumo kriterijų
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(1)

Funkcija F parenkama taip, tampraus deformavimo atveju visad 
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Įtempimams pasiekus reikšmes, kurioms pradeda galioti (1), prasideda medžiagos plastinis tekėjimas.Toliau deformuojant struktūrą, įtempimų reikšmės gali kisti tik taip, kad būtų
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Plastiškumo teorijoje plastinių deformacijų išraiška asocijuoto plastiškumo atveju prieaugiais užrašoma taip:
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 yra nežinomas koeficientas. Kaip jį gauti BEM:

Bendras deformacijų prieaugis bet kuriame baigtinio elemento taške išskaidomas į tampriųjų ir plastinių deformacijų prieaugius:
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(2)
Tampriosioms deformacijoms iš įprastos deformacijų-įtempimų priklausomybės
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(3)
Tada (2) tampa
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(4)

Pagal plastiškumo teorijos apibrėžimus: plastinės deformacijos prieaugis nenulinis gali būti tik tada, kai apskaičiuotas įtempimų prieaugis  
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yra toks, kad įrašius į (1) įtempimus 
[image: image23.wmf]}

{

}

{

s

s

d

+

 funkcija F tampa nulinė arba didesnė. Kol funkcija mažesnė už nulį, medžiaga – tampri, ir plastinės deformacijos dedamoji turi būti imama nulinė. Todėl sprendžiant uždavinį BEMu, kiekviename apkrovos žingsnyje tenka tikrinti takumo kriterijaus reikšmę ir pagal tai standumo matricai skaičiuoti rinktis arba (3), arba (4).

Kai pasiekiamas plastinis tekėjimas, pradeda galioti (1). (1) diferencijuojant
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Kadangi k priklauso nuo 
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Įvedamas operatorius
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(5)

Ši lygtis nagrinėjama kartu su (4):
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(6)

Iš lygčių sistemos (6) pašalinamas 
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. Po ilgų pertvarkymų
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(7)
Taigi, lyginant su netiesinio tamprumo uždaviniu, plastiškumo uždavinyje vietoje tangentinės tamprumo matricos bus taikoma 
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, jeigu elementas yra plastiškai deformuojamas, o jei apkrova nuimama – įprastinė tamprumo matrica.
Pavyzdys. Tamprumo matrica taikant Hubero – Miseso plastinio takumo kriterijų ir izotropinio deformacinio stiprėjimo (work hardening) medžiagos modelį. 

Kriterijus:



[image: image34.wmf])

(

)

(

3

2

1

2

1

)

(

2

1

)

},

({

2

2

2

2

k

k

k

F

T

T

xy

y

x

y

x

s

s

s

s

s

s

s

s

s

-

=

-

+

+

+

-

=


Tada galima gauti pirmąją išvestinę tamprumo matricai (7) skaičiuoti:
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Reikia nustatyti operatorių A: tam jau reikalingas medžiagos modelis. Work hardening modelyje, vienaašio strypo tempimo bandymu, esant plastiniam tekėjimui, galima gauti reikiamus eksperimentinius duomenis. Taigi, čia bus tik vienas įtempimas išilgai strypo, ir viena deformacija:
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(8)
Modelio teorija teigia, kad sustiprėjimo koeficientu gali būti parinktas plastinio deformavimo metu atliktas darbas; tada
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,
o tai įvertinant pagal sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisykles iš (8) trečio nario



[image: image38.wmf]T

p

T

T

k

k

F

s

e

s

s

1

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

-


kur



[image: image39.wmf]H
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H – medžiagos plastiškumo modulis; galimas rasti iš medžiagos įtempimų – deformacijų (pilnutinių) kreivės. Plastiškumo teorija išveda tokią modulio formulę per tamprumo modulį ir tampriai plastinį standumo modulį:
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ir labai paprastą operatoriaus A išraišką:
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Nors ši formulė tinka tik vienaašio deformavimo atveju, be jokio griežto pagrindimo ji taikoma ir plokščiosios bei erdvinės deformacijos atveju. Taigi, (7) lygtyje vietoje A paprasčiausiai imamas plastiškumo modulis H.

Tai – tik vieno plastinio takumo kriterijaus ir vieno medžiagos modelio pavyzdys. Yra Tresca, Druckerio, Pragerio ir kt. kriterijai bei kitokie medžiagų modeliai. Visoms šioms kombinacijoms gaunamos kitokios nei (7) tamprumo matricos išraiškos.
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